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Motivacion

@ En el capitulo anterior vimos una visién general de varias
formalizaciones posibles del concepto de calculabilidad efectiva.
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Motivacion

@ En este capitulo, nos centramos en una de ellas: la recursividad
primitiva y la bisqueda, que nos dan la clase de funciones parciales
recursivas generales.
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Motivacion

@ En particular, desarrollamos herramientas para mostrar que ciertas
funciones estan en esta clase.
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Motivacion

@ Estas herramientas se utilizardn en el Capitulo 3, donde estudiaremos
la computabilidad mediante programas de maquinas de registros.
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@ Las funciones recursivas primitivas se han definido en el capitulo anterior como las
funciones sobre N que se pueden construir a partir de funciones cero

f(x1,...,25) = 0.
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@ Las funciones recursivas primitivas se han definido en el capitulo anterior como las
funciones sobre N que se pueden construir a partir de funciones cero

f(x1,...,25) = 0.

@ la funcidn sucesor
S(z) =z + 1.

6 Funciones recur



Funciones recursivas primitivas |

@ Las funciones recursivas primitivas se han definido en el capitulo anterior como las
funciones sobre N que se pueden construir a partir de funciones cero

f(x1,...,25) = 0.

@ la funcidn sucesor
S(z) =z + 1.

@ las funciones proyeccic')n
[k
n(ml, e 755k) = Tn,
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@ Las funciones recursivas primitivas se han definido en el capitulo anterior como las
funciones sobre N que se pueden construir a partir de funciones cero

f(x1,...,25) = 0.

@ la funcidn sucesor
S(z) =z + 1.

@ las funciones proyeccic')n
[k
n(ml, e 755k) = Tn,

@ usando (cero o mdas veces) composicién

hZE) = f(91(Z), ..., gn(T))
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@ Las funciones recursivas primitivas se han definido en el capitulo anterior como las
funciones sobre N que se pueden construir a partir de funciones cero

f(x1,...,25) = 0.

@ la funcidn sucesor
S(z) =z + 1.

@ las funciones proyeccic')n
[k
n(ml, e 755k) = Tn,

@ usando (cero o mdas veces) composicién
hZE) = f(91(Z), ..., gn(T))

@ y recursién primitiva
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@ Las funciones recursivas primitivas se han definido en el capitulo anterior como las
funciones sobre N que se pueden construir a partir de funciones cero

f(x1,...,25) = 0.

@ la funcidn sucesor
S(z) =z + 1.

@ las funciones proyeccién
Ik =
7L(m17' .. 7:Uk) = Tn,
@ usando (cero o mdas veces) composicién

hZE) = f(91(Z), ..., gn(T))

@ y recursién primitiva

@ donde ¥ puede ser vacia
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Ejemplo 1

@ Supongamos que nos dan el nimero m = 1y la funcién g(w,y) = w- (y + 1).
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Ejemplo 1

@ Supongamos que nos dan el nimero m = 1y la funcién g(w,y) = w- (y + 1).

@ Entonces la funcidén h obtenida por recursidén primitiva de g usando m es la
funcién dada por el par de ecuaciones

h(0)=m=1
h(y +1) = g(h(y),y) = h(y) - (y + 1).
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Ejemplo 1

@ Supongamos que nos dan el nimero m = 1y la funcién g(w,y) = w- (y + 1).

@ Entonces la funcidén h obtenida por recursidén primitiva de g usando m es la
funcién dada por el par de ecuaciones

h(0)=m=1
h(y +1) = g(h(y),y) = h(y) - (y + 1).

@ Usando este par de ecuaciones, podemos proceder a calcular los valores de la

funcién h:
h(0)=m=1
h(1) = g(h(0),0) = g(1,0) = 1
h(2) = g(h(1),1) = g(1,1) = 2
h(3) = g(h(2),2) = 9(2,2) =6
h(4) = g(h(3),3) = 9(6,3) = 24
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funcién dada por el par de ecuaciones
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@ Para calcular h(4), primero necesitamos saber h(3), y encontrar que necesitamos
h(2), y asi sucesivamente.




Ejemplo 1

@ Supongamos que nos dan el nimero m = 1y la funcién g(w,y) = w- (y + 1).

@ Entonces la funcidén h obtenida por recursidén primitiva de g usando m es la
funcién dada por el par de ecuaciones

h(0)=m=1
h(y +1) = g(h(y),y) = h(y) - (y + 1).

@ Usando este par de ecuaciones, podemos proceder a calcular los valores de la

funcién h:
h(0)=m=1
h(1) = g(h(0),0) = g(1,0) = 1
h(2) = g(h(1),1) = g(1,1) = 2
h(3) = g(h(2),2) = 9(2,2) =6
h(4) = g(h(3),3) = 9(6,3) = 24

@ Para calcular h(4), primero necesitamos saber h(3), y encontrar que necesitamos
h(2), y asi sucesivamente.

@ La funcidén h en este ejemplo es, por supuesto, mas conocida como funcién
factorial, h(z) = z!.
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@ Deberia quedar bastante claro que dado cualquier nimero m y
cualquier funcién g de aridad dos, existe una funcién tnica h obtenida
por recursidn primitiva de g usando m.
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@ Deberia quedar bastante claro que dado cualquier nimero m y
cualquier funcién g de aridad dos, existe una funcién tnica h obtenida
por recursidn primitiva de g usando m.

@ Es la funcién A la que calculamos como en el ejemplo anterior.
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@ Deberia quedar bastante claro que dado cualquier nimero m y
cualquier funcién g de aridad dos, existe una funcién tnica h obtenida
por recursidn primitiva de g usando m.

@ Es la funcién h la que calculamos como en el ejemplo anterior.

@ De manera similar, dada una funcién f de aridad &k y una funcién g
de aridad (k + 2), existe una funcién h unica de aridad (k + 1) que se
obtiene mediante recursién primitiva de f y g.
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@ Deberia quedar bastante claro que dado cualquier nimero m y
cualquier funcién g de aridad dos, existe una funcién tnica h obtenida
por recursidn primitiva de g usando m.

@ Es la funcién h la que calculamos como en el ejemplo anterior.

@ De manera similar, dada una funcién f de aridad &k y una funcién g
de aridad (k + 2), existe una funcién h unica de aridad (k + 1) que se
obtiene mediante recursién primitiva de f y g.

@ Es decir, h es la funcién dada por el par de ecuaciones

h(Z,0) = f(Z)
h(f>y + 1) = g(h<fvy)7fvy)'
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@ Deberia quedar bastante claro que dado cualquier nimero m y
cualquier funcién g de aridad dos, existe una funcién tnica h obtenida
por recursidn primitiva de g usando m.

@ Es la funcién h la que calculamos como en el ejemplo anterior.

@ De manera similar, dada una funcién f de aridad &k y una funcién g
de aridad (k + 2), existe una funcién h unica de aridad (k + 1) que se
obtiene mediante recursién primitiva de f y g.

@ Es decir, h es la funcién dada por el par de ecuaciones

h(Z,0) = f(Z)
h(f>y + 1) = g(h<fvy)7fvy)'

@ Ademids, si f y g son funciones totales, entonces h también serd total.

(FCC-BUAP)



Ejemplo 2

@ Considere la funcién de suma h(z,y) = = + y.




Ejemplo 2

@ Considere la funcién de suma h(z,y) = = + y.

@ Para cualquier z fija, su valor en y + 1 (es decir, x + y + 1) se puede obtener a partir de
su valor en y (es decir, z + y) con el simple paso de sumar uno:

r+0=x
z+@y+1)=(z+y)+1
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Ejemplo 2

@ Considere la funcién de suma h(z,y) = = + y.

@ Para cualquier z fija, su valor en y + 1 (es decir, x + y + 1) se puede obtener a partir de
su valor en y (es decir, z + y) con el simple paso de sumar uno:

r+0=x
z+@y+1)=(z+y)+1

@ Este par de ecuaciones muestra que la suma se obtiene mediante recursividad primitiva a
partir de las funciones f(z) =z y g(w,z,y) = w + 1.
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Ejemplo 2

@ Considere la funcién de suma h(z,y) = = + y.
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partir de las funciones f(z) =z y g(w,z,y) = w + 1.
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obtiene por composicién de la funcién sucesor y I%.
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Ejemplo 2

@ Considere la funcién de suma h(z,y) = = + y.

@ Para cualquier z fija, su valor en y + 1 (es decir, x + y + 1) se puede obtener a partir de
su valor en y (es decir, z + y) con el simple paso de sumar uno:

r+0=x
z+@y+1)=(z+y)+1

@ Este par de ecuaciones muestra que la suma se obtiene mediante recursividad primitiva a
partir de las funciones f(z) =z y g(w,z,y) = w + 1.

@ Estas funciones f y g son recursivas primitivas; f es la funcién de proyeccién I% y g se
obtiene por composicién de la funcién sucesor y I%.

@ Al juntar estas observaciones, podemos formar un drbol que muestra cémo se construye la
suma a partir de las funciones iniciales mediante composicién y recursividad primitiva:

h(x,y) =x+y

I%(x):x gw, x,y)y =w+1

comp

Sx)=x+1 Bw,x,y)=w
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@ De manera mas general, para cualquier funcién recursiva primitiva h,
podemos usar un arbol etiquetado (“arbol de construccién”) para
ilustrar exactamente como se construye A, como en el ejemplo de la

suma.
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@ De manera mas general, para cualquier funcién recursiva primitiva h,
podemos usar un arbol etiquetado (“arbol de construccién”) para
ilustrar exactamente como se construye A, como en el ejemplo de la
suma.

e En el vértice superior (raiz), colocamos h. En cada vértice minimal
(una hoja), tenemos una funcién inicial: la funcién sucesora, una

funcién cero o una funcién de proyeccién.
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@ De manera mas general, para cualquier funcién recursiva primitiva h,
podemos usar un arbol etiquetado (“arbol de construccién”) para
ilustrar exactamente como se construye A, como en el ejemplo de la
suma.

e En el vértice superior (raiz), colocamos h. En cada vértice minimal
(una hoja), tenemos una funcién inicial: la funcién sucesora, una
funcién cero o una funcién de proyeccién.

@ En cada uno de los demds vértices, mostramos una aplicacién de
composicién o una aplicacién de recursividad primitiva.
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@ Una aplicacién de composicién.

h’<f) = f(gl(f)7 e 7gn(f))
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@ Una aplicacién de composicién.

h’<f) = f(gl(f)7 e 7gn(f))

@ se puede ilustrar en un arbol mediante un vértice con (n + 1)
ramificaciones:
h

comp
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@ Una aplicacién de composicién.

h’<f) = f(gl(f)7 e 7gn(f))

@ se puede ilustrar en un arbol mediante un vértice con (n + 1)
ramificaciones:

h
comp
f 81 8n
@ Aqui f debe ser una funcién de aridad n y g1, ..., g, todas deben

tener la misma aridad que h.
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@ Una aplicaciéon de recursividad primitiva para obtener una funcién h
de aridad (k + 1)
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@ Una aplicaciéon de recursividad primitiva para obtener una funcién h
de aridad (k + 1)
h(Z,0) = f(Z)
h(Z,y + 1) = g(h(Z,y), T, y)

@ Puede ser ilustrada por un vértice con ramificacion binaria:
h

rec

/N

(FCC-BUAP)



Funciones recursivas primitivas V

@ Una aplicaciéon de recursividad primitiva para obtener una funcién h
de aridad (k + 1)
h(Z,0) = f(Z)
h(Z,y + 1) = g(h(Z,y), T, y)

@ Puede ser ilustrada por un vértice con ramificacion binaria:
h

f / m \g

@ Tenga en cuenta que si f es de aridad k entoces g debe tener aridad
(k +2) y h tendrd aridad (k + 1), como ya se habia mencionado.
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@ Una aplicaciéon de recursividad primitiva para obtener una funcién h
de aridad (k + 1)

h<f7y + 1) = g(h(fa y)vfa y)

@ Puede ser ilustrada por un vértice con ramificacion binaria:
h

f / m \g

@ Tenga en cuenta que si f es de aridad k entoces g debe tener aridad
(k +2) y h tendrd aridad (k + 1), como ya se habia mencionado.

@ Por ejemplo, si h es una funcién de aridad dos, entonces g debe ser
una funcién de aridad tres y f debe ser una funcién de aridad uno.
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@ El caso k = 0, donde una funcién h de aridad uno se obtiene
mediante recursividad primitiva a partir de una funcién g de aridad
dos usando el nimero m

h(m) =m
h(z +1) = g(h(z), z),
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@ El caso k = 0, donde una funcién h de aridad uno se obtiene
mediante recursividad primitiva a partir de una funcién g de aridad

dos usando el nidmero m
h(m) =m
h(z +1) = g(h(z), z),

@ Puede ser ilustrado por un vértice con ramificacién unaria.
h

rec(m)
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@ El caso k = 0, donde una funcién h de aridad uno se obtiene
mediante recursividad primitiva a partir de una funcién g de aridad
dos usando el nimero m

h(m) =m
h(z +1) = g(h(z), ),

@ Puede ser ilustrado por un vértice con ramificacién unaria.
h

rec(m)

g

@ En ambas formas de recursividad primitiva (k > 0y k = 0), la
caracteristica clave es que el valor de la funcién en un nimero ¢t + 1 se
puede obtener de alguna manera a partir de su valor en t.
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@ El caso k = 0, donde una funcién h de aridad uno se obtiene
mediante recursividad primitiva a partir de una funcién g de aridad
dos usando el nimero m

h(m) =m
h(z +1) = g(h(z), ),

@ Puede ser ilustrado por un vértice con ramificacién unaria.
h

rec(m)

g

@ En ambas formas de recursividad primitiva (k > 0y k = 0), la
caracteristica clave es que el valor de la funcién en un nimero ¢t + 1 se
puede obtener de alguna manera a partir de su valor en t.

@ El papel de g es explicar cémo.
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@ Toda funcidn recursiva primitiva es total.
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Funciones recursivas primitivas VII

@ Toda funcidn recursiva primitiva es total.

@ Podemos ver esto por “induccién estructural”.
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Funciones recursivas primitivas VII

@ Toda funcidn recursiva primitiva es total.
@ Podemos ver esto por “induccién estructural”.

@ Para la base, todas las funciones iniciales (las funciones cero, la funcién sucesor y
las funciones de proyeccién) son totales.
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Toda funcidn recursiva primitiva es total.
Podemos ver esto por “induccién estructural”.

@ Para la base, todas las funciones iniciales (las funciones cero, la funcién sucesor y
las funciones de proyeccién) son totales.

@ Para los dos pasos inductivos, observamos que la composicién de funciones totales
produce una funcién total, y la recursién primitiva aplicada a funciones totales
produce una funcién total.
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arbol de construccién.
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Toda funcidn recursiva primitiva es total.
Podemos ver esto por “induccién estructural”.

@ Para la base, todas las funciones iniciales (las funciones cero, la funcién sucesor y
las funciones de proyeccién) son totales.

@ Para los dos pasos inductivos, observamos que la composicién de funciones totales
produce una funcién total, y la recursién primitiva aplicada a funciones totales
produce una funcién total.

@ Entonces, para cualquier funcidén recursiva primitiva, podemos avanzar hasta su
arbol de construccién.

En las hojas del drbol tenemos funciones totales.

Y cada vez que nos movemos a un vértice superior, todavia tenemos una funcién
total.
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Toda funcidn recursiva primitiva es total.
Podemos ver esto por “induccién estructural”.

@ Para la base, todas las funciones iniciales (las funciones cero, la funcién sucesor y
las funciones de proyeccién) son totales.

@ Para los dos pasos inductivos, observamos que la composicién de funciones totales
produce una funcién total, y la recursién primitiva aplicada a funciones totales
produce una funcién total.

@ Entonces, para cualquier funcidén recursiva primitiva, podemos avanzar hasta su
arbol de construccién.

En las hojas del drbol tenemos funciones totales.
Y cada vez que nos movemos a un vértice superior, todavia tenemos una funcién
total.

@ Finalmente, llegamos a la raiz superior y concluimos que la funcidén que se esta
construyendo es total.
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Toda funcidn recursiva primitiva es total.
Podemos ver esto por “induccién estructural”.

@ Para la base, todas las funciones iniciales (las funciones cero, la funcién sucesor y
las funciones de proyeccién) son totales.

@ Para los dos pasos inductivos, observamos que la composicién de funciones totales
produce una funcién total, y la recursién primitiva aplicada a funciones totales
produce una funcién total.

@ Entonces, para cualquier funcidén recursiva primitiva, podemos avanzar hasta su
arbol de construccién.

En las hojas del drbol tenemos funciones totales.
Y cada vez que nos movemos a un vértice superior, todavia tenemos una funcién
total.

@ Finalmente, llegamos a la raiz superior y concluimos que la funcidén que se esta
construyendo es total.

@ A continuacidén queremos crear un catdlogo de funciones recursivas primitivas
basicas.

6 Funciones recur



Funciones recursivas primitivas VII

Toda funcidn recursiva primitiva es total.
Podemos ver esto por “induccién estructural”.

@ Para la base, todas las funciones iniciales (las funciones cero, la funcién sucesor y
las funciones de proyeccién) son totales.

@ Para los dos pasos inductivos, observamos que la composicién de funciones totales
produce una funcién total, y la recursién primitiva aplicada a funciones totales
produce una funcién total.

@ Entonces, para cualquier funcidén recursiva primitiva, podemos avanzar hasta su
arbol de construccién.

En las hojas del drbol tenemos funciones totales.

Y cada vez que nos movemos a un vértice superior, todavia tenemos una funcién
total.

@ Finalmente, llegamos a la raiz superior y concluimos que la funcidén que se esta
construyendo es total.

@ A continuacidén queremos crear un catdlogo de funciones recursivas primitivas
basicas.

@ Estos elementos del catdlogo se pueden utilizar luego como piezas listas para usar
para la posterior creacién de otras funciones recursivas primitivas.
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Ejemplo 3

@ Ya se ha demostrado que la suma < z,y >— x + y es recursiva
primitiva.
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Ejemplo 3

@ Ya se ha demostrado que la suma < z,y >— x + y es recursiva
primitiva.

@ El simbolo “—" se lee "se mapea a”.
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Ejemplo 3

@ Ya se ha demostrado que la suma < z,y >— x + y es recursiva
primitiva.

@ El simbolo “—" se lee "se mapea a”.

@ El simbolo nos brinda una forma muy conveniente de nombrar
funciones.

Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 3

@ Ya se ha demostrado que la suma < z,y >— x + y es recursiva
primitiva.

@ El simbolo “—" se lee "se mapea a”.

@ El simbolo nos brinda una forma muy conveniente de nombrar
funciones.

@ Por ejemplo, la funcién de elevar al cuadrado puede denominarse

mediante la frase larga “la funcién que dado un nimero, lo eleva al
cuadrado”.
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Ejemplo 3

Ya se ha demostrado que la suma < x,y >— x + y es recursiva
primitiva.
El simbolo "—" se lee “se mapea a".

El simbolo nos brinda una forma muy conveniente de nombrar
funciones.

Por ejemplo, la funcién de elevar al cuadrado puede denominarse
mediante la frase larga “la funcién que dado un nimero, lo eleva al
cuadrado”.

Es matemdticamente conveniente utilizar una letra (como x o t).
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Ejemplo 3

@ Ya se ha demostrado que la suma < z,y >— x + y es recursiva
primitiva.
@ El simbolo “—" se lee "se mapea a”.

@ El simbolo nos brinda una forma muy conveniente de nombrar
funciones.

@ Por ejemplo, la funcién de elevar al cuadrado puede denominarse
mediante la frase larga “la funcién que dado un nimero, lo eleva al
cuadrado”.

@ Es matemdticamente conveniente utilizar una letra (como x o t).

@ Esto nos lleva a los nombres “la funcién cuyo valor en z es 22 " o “la
funcién cuyo valor en t es t2".

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 6 Funciones recursivas generales |
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@ Ya se ha demostrado que la suma < z,y >— x + y es recursiva
primitiva.
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@ De manera mas compacta, estos nombres se pueden escribir en
simbolos como “z — 22" o "t — t2".
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Ejemplo 3

@ Ya se ha demostrado que la suma < z,y >— x + y es recursiva
primitiva.

@ El simbolo “—" se lee "se mapea a”.

@ El simbolo nos brinda una forma muy conveniente de nombrar
funciones.

@ Por ejemplo, la funcién de elevar al cuadrado puede denominarse
mediante la frase larga “la funcién que dado un nimero, lo eleva al
cuadrado”.

@ Es matemdticamente conveniente utilizar una letra (como x o t).

@ Esto nos lleva a los nombres “la funcién cuyo valor en z es 22 " o “la

funcién cuyo valor en t es t2".

@ De manera mas compacta, estos nombres se pueden escribir en
simbolos como “z — 22" o "t — t2".

@ La letra x ot es una variable ficticia; podemos usar cualquier letra
aqui.
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Ejemplo 4

o Cualquier funcién constante & — k se puede obtener aplicando
composicién k veces a la funcién sucesora y a la funcién cero & — 0.
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Ejemplo 4

o Cualquier funcién constante & — k se puede obtener aplicando
composicién k veces a la funcién sucesora y a la funcién cero & — 0.

@ Por ejemplo, la funcién de aridad tres que constantemente toma el
valor 2 se puede construir mediante el siguiente arbol:
h(x,y,2) =2

SN

Swy=u+1 gx, v, =1

comp

Su) =u+1 fxy,2)=0
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Ejemplo 5

@ Para la multiplicacién < z,y >— x X y, primero observamos que

zx0=0
zx(y+1)=(xxy)+mz
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Ejemplo 5

@ Para la multiplicacién < z,y >— x X y, primero observamos que

zx0=0
zx(y+1)=(xxy)+mz

@ Esto muestra que la multiplicacién se obtiene mediante recursién
primitiva de las funciones z — 0y < w, x,y >— w + x.
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Ejemplo 5

@ Para la multiplicacién < z,y >— x X y, primero observamos que

zx0=0
zx(y+1)=(xxy)+mz

@ Esto muestra que la multiplicacién se obtiene mediante recursién
primitiva de las funciones z — 0y < w, x,y >— w + x.

@ Esta ultima funcién se obtiene mediante composicién aplicada a
funciones de suma y proyeccion.
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Ejemplo 5

Para la multiplicacién < x,y >— x X y, primero observamos que

zx0=0
zx(y+1)=(xxy)+mz

@ Esto muestra que la multiplicacién se obtiene mediante recursién
primitiva de las funciones z — 0y < w, x,y >— w + x.

Esta dltima funcién se obtiene mediante composicién aplicada a
funciones de suma y proyeccion.

Ahora podemos concluir que cualquier funcién polinomial con
coeficientes positivos es recursiva primitiva.
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Ejemplo 5

@ Para la multiplicacién < z,y >— x X y, primero observamos que

zx0=0
zx(y+1)=(xxy)+mz

@ Esto muestra que la multiplicacién se obtiene mediante recursién
primitiva de las funciones z — 0y < w, x,y >— w + x.

@ Esta ultima funcién se obtiene mediante composicién aplicada a
funciones de suma y proyeccion.

@ Ahora podemos concluir que cualquier funcién polinomial con
coeficientes positivos es recursiva primitiva.

@ Por ejemplo, podemos ver que la funcién p(z,y) = 2%y + 5zy + 3y3
es recursiva primitiva al aplicar repetidamente los Ejemplos 3, 4 y 5.
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Ejemplo 6

@ La exponenciacién < z,y >+ ¥ es similar:
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Ejemplo 6

@ La exponenciacién < z,y >+ ¥ es similar:

2Vt = oY x 1.
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Ejemplo 7

@ La exponenciacién < z,y >+— y* se obtiene de la funcidén anterior
mediante composicién con funciones de proyeccién.
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Ejemplo 7

@ La exponenciacién < z,y >+— y* se obtiene de la funcidén anterior
mediante composicidn con funciones de proyeccidn.

@ Las funciones de los Ejemplos 6 y 7 son funciones diferentes; asignan
valores diferentes a < 2,3 >.

generales |
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Ejemplo 7

@ La exponenciacién < z,y >+— y* se obtiene de la funcidén anterior
mediante composicién con funciones de proyeccién.

@ Las funciones de los Ejemplos 6 y 7 son funciones diferentes; asignan
valores diferentes a < 2,3 >.

@ El hecho de que coincidan en < 2,4 > es un accidente.
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Ejemplo 7

@ La exponenciacién < z,y >+— y* se obtiene de la funcidén anterior
mediante composicién con funciones de proyeccién.

@ Las funciones de los Ejemplos 6 y 7 son funciones diferentes; asignan
valores diferentes a < 2,3 >.

@ El hecho de que coincidan en < 2,4 > es un accidente.

@ Deberiamos generalizar esta observacidn.
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Ejemplo 7

La exponenciacién < x,y >— y* se obtiene de la funcién anterior
mediante composicién con funciones de proyeccién.

Las funciones de los Ejemplos 6 y 7 son funciones diferentes; asignan
valores diferentes a < 2,3 >.

El hecho de que coincidan en < 2,4 > es un accidente.
Deberiamos generalizar esta observacién.
Por ejemplo, si f es recursiva primitiva y g esta definido por la
ecuacién

9(@,y,2) = f(y,3,2,2)
entonces g también es recursiva primitiva, y se obtiene por
composicién a partir de f y funciones de proyeccion y constantes.
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Ejemplo 7

@ La exponenciacién < z,y >+— y* se obtiene de la funcidén anterior
mediante composicién con funciones de proyeccién.

@ Las funciones de los Ejemplos 6 y 7 son funciones diferentes; asignan
valores diferentes a < 2,3 >.

@ El hecho de que coincidan en < 2,4 > es un accidente.
@ Deberiamos generalizar esta observacidn.
@ Por ejemplo, si f es recursiva primitiva y g esta definido por la
ecuacién
9(@,y,2) = f(y,3,2,2)
entonces g también es recursiva primitiva, y se obtiene por
composicién a partir de f y funciones de proyeccion y constantes.

@ Diremos en esta situacién que g se obtiene de f mediante
transformacion explicita.
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Ejemplo 7

@ La exponenciacién < z,y >+— y* se obtiene de la funcidén anterior
mediante composicién con funciones de proyeccién.

@ Las funciones de los Ejemplos 6 y 7 son funciones diferentes; asignan
valores diferentes a < 2,3 >.

@ El hecho de que coincidan en < 2,4 > es un accidente.
@ Deberiamos generalizar esta observacidn.
@ Por ejemplo, si f es recursiva primitiva y g esta definido por la
ecuacién
9(@,y,2) = f(y,3,2,2)
entonces g también es recursiva primitiva, y se obtiene por
composicién a partir de f y funciones de proyeccion y constantes.
@ Diremos en esta situacién que g se obtiene de f mediante
transformacion explicita.

@ La transformacién explicita permite cambiar variables, repetir
variables, omitir variables y sustituir constantes.

(FCC-BUAP) 6 Funciones recursivas generales |



Ejemplo 8

@ La funcidn factorial ! satisface el par de ecuaciones recursivas

0l=1
(x+ 1) =zl x (z+1).
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Ejemplo 8

@ La funcidn factorial ! satisface el par de ecuaciones recursivas

0l=1
(x+ 1) =zl x (z+1).
@ De este par de ecuaciones se deduce que la funcién factorial se

obtiene mediante recursividad primitiva (usando el Ejemplo 3) de la
funcién g(w,x) = w - (x + 1).
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Ejemplo 9

@ La funcidén predecesor pred(x) = z — 1 (excepto que pred(0) = 0) se
obtiene mediante recursién primitiva de I3
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Ejemplo 9

@ La funcidén predecesor pred(x) = z — 1 (excepto que pred(0) = 0) se
obtiene mediante recursién primitiva de I3

pred(0) =0
pred(z + 1) = z.
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Ejemplo 9

@ La funcidén predecesor pred(x) = z — 1 (excepto que pred(0) = 0) se
obtiene mediante recursién primitiva de I3

pred(0) =0
pred(z + 1) = z.

@ Este par de ecuaciones conduce al arbol:

pred

rec(0)

I% (w,x) =x
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Ejemplo 10

@ Defina la funcién de resta propia x — y mediante la ecuacién
z ~y = max(z — y,0).
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Ejemplo 10

@ Defina la funcién de resta propia x — y mediante la ecuacién
z ~y = max(z — y,0).

@ Esta funcién es recursiva primitiva:
r=-0==x

= (y+1) = pred(z = y)
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Ejemplo 10

@ Defina la funcién de resta propia x — y mediante la ecuacién
z ~y = max(z — y,0).

@ Esta funcién es recursiva primitiva:

r=-0==zx

= (y+1) = pred(z = y)

@ Este par de ecuaciones de recursividad produce el siguiente drbol de construccién:

h(x,y) =x=y
/ ) \
e =x g(w, x,yzon=xp pred(w)
pred(w)
rec(0) Bw,x,y)=w
Ig(w, X)=x
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Ejemplo 10

@ Defina la funcién de resta propia x — y mediante la ecuacién
z ~y = max(z — y,0).

@ Esta funcién es recursiva primitiva:

r=-0==zx

= (y+1) = pred(z = y)

@ Este par de ecuaciones de recursividad produce el siguiente drbol de construccién:

h(x,y) =x=y
/ ) \
e =x g(w, x,yzon=xp pred(w)
pred(w)
rec(0) Bw,x,y)=w
Ig(w, X)=x

@ Por cierto, el simbolo — a veces se lee como “monus”.
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Ejemplo 11

@ Supongamos que f es recursiva primitiva y defina las funciones sy p
mediante las ecuaciones

s(@y) =D f@E )y p@Ey) =[]0

t<y <y

(sujeto a las convenciones estdndar para la suma vacia
Do f(Z,t) =0y el producto vacio [ [,_, f(Z,t) = 1).
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Ejemplo 11

@ Supongamos que f es recursiva primitiva y defina las funciones sy p
mediante las ecuaciones

s(@y) =D f@E )y p@Ey) =[]0

t<y <y

(sujeto a las convenciones estdndar para la suma vacia
Do f(Z,t) =0y el producto vacio [ [,_, f(Z,t) = 1).
@ Entonces tanto s como p son recursivas primitivas.
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Ejemplo 11

@ Supongamos que f es recursiva primitiva y defina las funciones sy p
mediante las ecuaciones

s(@y) =D f@E )y p@Ey) =[]0

t<y <y

(sujeto a las convenciones estdndar para la suma vacia
Do f(Z,t) =0y el producto vacio [ [,_, f(Z,t) = 1).
@ Entonces tanto s como p son recursivas primitivas.

@ Para p, tenemos el par de ecuaciones:

p(#,0) =1
p(@,y+1) =p(&,y) - f(Z,y)
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Ejemplo 12

@ Defina la funcién z mediante la ecuacién.




Ejemplo 12

@ Defina la funcién z mediante la ecuacién.

1 siz=0

(=) = 0 siz>0.

@ Es decir, la funcién z busca si su entrada es cero y devuelve Si (es decir, 1) si es cero; de
lo contrario, devuelve No (es decir, 0).
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lo contrario, devuelve No (es decir, 0).

@ La funcidn z es recursiva primitiva.




Ejemplo 12

@ Defina la funcién z mediante la ecuacién.
1 siz=0

(=) = 0 siz>0.

@ Es decir, la funcién z busca si su entrada es cero y devuelve Si (es decir, 1) si es cero; de

lo contrario, devuelve No (es decir, 0).

@ La funcidn z es recursiva primitiva.
— 07

@ Podemos ver esto en la ecuacién z(z)




Ejemplo 12

@ Defina la funcién z mediante la ecuacién.

(z) = 1 si z=0
0 siz>0.
@ Es decir, la funcién z busca si su entrada es cero y devuelve Si (es decir, 1) si es cero; de
lo contrario, devuelve No (es decir, 0).
@ La funcidn z es recursiva primitiva.
@ Podemos ver esto en la ecuacién z(x) = 0%.
@ Mids directamente, podemos verlo en la ecuacién z(z) = 1 =~ z.




Ejemplo 12

Defina la funcién z mediante la ecuacién.

1 siz=0
z(z) = .
0 sixz>0.

Es decir, la funcidn z busca si su entrada es cero y devuelve Si (es decir, 1) si es cero; de
lo contrario, devuelve No (es decir, 0).

La funcidén z es recursiva primitiva.

Podemos ver esto en la ecuacién z(z) = 0%.

M3s directamente, podemos verlo en la ecuacién z(z) =1 ~ z.

Y aun mis directamente, podemos verlo en las ecuaciones de recursividad.

z(0) =1
zx+1)=0

mostrando que z se obtiene mediante recursividad primitiva (usando el Ejemplo 3) de la
funcién g(w,z) = 0.

rec(1)
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